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Resumen 
El estudio de distintos aspectos del comportamiento mecánico de los materiales se 
lleva a cabo en asignaturas como Física, Mecánica, Ciencia de los Materiales o Resistencia de 
Materiales en distintos niveles educativos, tanto en el bachillerato como en la universidad. En 
este trabajo se presenta una experiencia de laboratorio que puede llevarse a cabo utilizando un 
material muy simple y de bajo coste, que permite estudiar -mediante medidas muy sencillas, 
básicamente longitudes y masas- la flexión de una barra empotrada en un extremo sometida a 
una carga distribuida (su propio peso) y a una carga puntual vertical aplicada en el extremo 
libre. El comportamiento de la barra frente a la flexión depende de sus propiedades 
geométricas y del módulo de Young del material. Lo importante de esta experiencia es que, 
aún siendo la misma en todos los niveles educativos, es posible aumentar su grado de 
complejidad dependiendo del nivel de que se trate. 
 
1. Introducción 
La materia es su estado solido no es rígida sino que al someterla a un esfuerzo sufre 
una deformación que puede llegar incluso, si el esfuerzo es considerable, a la destrucción del 
sistema. En los cursos de Física, Mecánica y Resistencia de Materiales [1-4] se estudian los 
sólidos deformables, así como los fenómenos de tracción, compresión, cizalladura, torsión, 
flexión y pandeo. En el caso de la flexión uno de los ejemplos que se analiza es la flexión de 
una viga empotrada en un extremo sobre la que pueden aplicarse distintos tipos de cargas, 
tanto concentradas como distribuidas. En este caso, el estudio siempre se suele hacer para 
pequeñas pendientes de la elástica de la viga (pequeños desplazamientos de su eje 
longitudinal -que se encuentra en la superficie neutra- respecto a su posición sin deformar 
[2]). Mediante una aproximación del radio de curvatura se obtiene una ecuación diferencial 
lineal, conocida como ecuación diferencial aproximada de la elástica, que puede integrarse 
fácilmente y obtenerse la ecuación de la elástica y el valor de la flecha o desplazamiento 
vertical del extremo libre. Sin embargo, la aproximación para pequeñas pendientes que se 
hace en la bibliografía es incompatible con otra hipótesis que siempre se tiene en cuenta y que 
es fácil de observar experimentalmente:el eje longitudinal no experimenta ningún cambio de 
longitud cuando la viga se deforma [2]. Por otra parte, cuando las pendientes de la elástica son 
grandes, la aproximación que se hace para el radio de curvatura no es válida, siendo necesario 
integrar la ecuación diferencial exacta de la elástica, que ahora es una ecuación diferencial no 
lineal. Se dice entonces que el problema presenta no linealidad geométrica [5]. En este trabajo 
se analiza experimentalmente la flexión de una barra delgada en voladizo sometida a su 
propio peso (carga distribuida) y a una carga concentrada aplicada en el extremo libre. Para el 
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mismo dispositivo experimetal se comprueba que, dependiendo de las condiciones de las 
cargas aplicadas, al problema de la flexión debe abordarse matemáticamente de distintas 
formas, bien mediante la aproximación lineal para pequeñas pendientes que aparece en la 
bibliografía, bien mediente una aproximación para pequeñas pendientes de la barra “menos 
aproximada de lo común” haciendo uso de la hipótesis de la constancia de la longitud de la 
fibra neutra de la barra, o bien mediante el análisis no lineal resolviendo la ecuación 
diferencial exacta de la elástica utilizando, en este caso, el método de los elementos finitos 
mediante el programa ANSYS.  
Lo importante de la experiencia es que, aún siendo la misma en todos los niveles 
educativos, se puede aumentar su grado de complejidad dependiendo del nivel considerado:  
(a) En bachillerato [4] y en el primer curso universitario [1] se puede estudiar la flecha 
en función de la fuerza aplicada para pequeñas pendientes de la elástica, lo que permite a los 
estudientes comprobar que existe una relación de proporcionalidad entre ambas y obtener el 
módulo de Young del material.  
(b) En el primer ciclo de las titulaciones universitarias científicas y técnicas es posible, 
y también en el caso de pequeños desplazamientos, realizar la experiencia anterior así como 
plantear matemáticamente el problema, encontrar la ecuación de la elástica y obtenerla 
experimentalmente así como el módulo de Young del material [6, 7]. También, y dentro de la 
aproximación lineal, es posible analizar el problema imponiendo la condición de la constancia 
de la longitud de la fibra neutra. 
(c) En el segundo ciclo universitario se puede además abordar el problema de la no 
linealidad geométrica, al considerar grandes desplazamientos de la barra [7, 8]. El 
planteamiento del problema da lugar a una ecuación diferencial con términos no lineales que 
puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de los elementos finitos con el programa 
ANSYS, y comparar los resultados teóricos y experimentales.  
 
2. Ecuación momento-curvatura  
Consideramos que se cumplen las hipótesis relativas a la forma en que el esfuerzo 
deforma al material que usualmente se hacen cuando se estudia la deformación por flexión de 
una viga (ver, por ejemplo, págs. 287 y 288 de la referencia 2). El diagrama de deflexión del 
eje longitudinal que pasa por el centro de gravedad de de las secciones transversales de la viga 
se llama elástica y la ecuación de Euler-Bernoulli relaciona el momento flector M y el radio 
de curvatura ρ de la curva elástica [1, 2]: 
 ρ
EIM =  (1) 
donde E es el modulo de Young del material (supuesto elástico lineal), I es el momento de 
inercia de la sección transversal de la viga respecto al eje neutro y ρ es el radio de curvatura. 
El producto EI depende del tipo de material empleado y de las características geométricas de 
la sección de la barra y recibe el nombre de “rigidez” de la viga [3]. 
El radio de curvatura ρ de una curva de ecuación y = y(x) puede calcularse mediante la 
ecuación [1, 2]: 
 2/32
22
])/(1[
/1
dxdy
dxyd
+=ρ  (2) 
 
Si el desplazamiento de los puntos de la viga flexionada respecto a los de la viga sin 
flexionar es pequeño, es decir, en el caso de pendientes pequeñas, es posible despreciar el 
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término (dy/dx)2 frente a la unidad en la ecuación (2), lo que permite escribir la ecuación 
diferencial aproximada de la elástica para una viga de material elástico lineal en la forma: 
 
IE
M
xd
yd =2
2
 (3) 
3. Dispositivo experimental 
La Figura 1 muestra una fotografía del dispositivo experimental analizado.  La barra es 
una regla de acero de longitud L cuya sección transversal es rectangular de base b y altura h. 
La regla se ha empotrado con ayuda de una doble nuez de las que se encuentran en todos los 
laboratorios de Física, la cual se ha sujetado a una varilla vertical situada sobre una base [6].  
Con ayuda de dos láminas rectangulares metálicas 
colocadas una arriba de la regla y la otra debajo se ajusta 
la regla a la doble nuez. El momento de inercia I de la 
sección transversal respecto al eje neutro se calcula 
mediante la ecuación I = bh3/12 [1]. Con una balanza se 
determina la masa de la regla y se calcula su peso total y, 
a partir de éste, el peso P para una longitud de la regla de 
30 cm. En la Tabla I se indican las características de la 
barra delgada analizada. 
 
4. Aproximación para pequeñas pendientes 
Si la pendiente de la elástica es muy 
pequeña se puede suponer que la longitud 
horizontal original del eje de la viga y el arco de 
su elástica serán aproximadamente iguales. En 
consecuencia, se supone que los puntos de la 
elástica se desplazan verticalmente y no 
horizontalmente. La Figura 2 muestra la 
situación de una viga en voladizo sometida a 
una carga uniformemente distribuida y a una 
carga puntual aplicada en el extremo libre, 
considerando que no hay desplazamiento 
horizontal de los puntos de la elástica. El 
momento flector M respecto a la sección situada 
a una distancia x de la posición del 
empotramiento viene dado por la ecuación: 
2)(
2
)()( xL
L
PxLFxM −+−=    (4) 
Tabla 1.- Parámetros de la barra.
 
L 0.3000 ± 0.0005 m 
b 0.03040 ± 0.00002 m 
h 0.00078 ± 0.00001 m 
I (1.20 ± 0.05) x 10-12 m4 
P 0.554 ± 0.008 N 
Fig. 1.- Fotografía del dispositivo experimental 
(regla de acero en voladizo) analizado. 
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Sustituyendo en la ecuación (3) e integrando teniendo en cuenta las condiciones de 
contorno y(0) = 0 e y’(0) = 0, se puede obtener fácilmente la ecuación cartesiana de la elástica 
y el valor de la flecha que es: 
 )38(
24
)()(
3
PF
IE
LPF yyy +=δ+δ=δ  (5) 
que tiene una parte debida a la fuerza aplicada (δy(F) = FL3/3EI) y otra debida al peso propio 
de la barra (δy(P) = PL3/8EI). 
 
La Figura 3 muestra los resultados 
experimentales obtenidos de la parte de 
la flecha δy(F) en función de F, para el 
caso de pequeñas pendiente, y el ajuste 
por mínimos cuadrados de la recta 
δy(F) =FL3/3EI.  Del ajuste se obtiene 
para la rigidez el valor EI = 0.238 ± 
0.009 Nm2 [6]. 
Utilizando el valor del 
momento de inercia I (Tabla 1) 
obtenemos:  
 
E = 198 ± 15  GPa 
 
para el módulo de Young del acero del 
que está fabricada la regla, que 
concuerda con el módulo de Young del 
acero que podemos encontrar en la 
bibliografía (200 GPa [2]). 
 
F P
(a)
y
L  
x  
δ
X
Y F
(b)  
Fig. 2.- Flexión de una viga en voladizo para pequeñas pendientes (caso δx = 0 y δy = δ). (a) Fuerzas que actúan 
sobre la viga. (b) Elástica de la viga y definición de la flecha δ. 
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Fig. 3.- δy(F) frente a F para pequeñas pendientes con δx = 
0. La recta es el ajuste por mínimos cuadrados de la 
ecuación lineal δy(F) = FL3/3EI. 
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5. Una aproximación para pequeñas 
pendientes “menos aproximada 
de lo común” 
La aproximación anterior para 
pequeñas pendientes es incompatible 
con la hipótesis de que la longitud del 
eje longitudinal de la barra no cambia 
cuando la barra deflexiona. Como la 
longitud de la barra deformada debe ser 
L, su extremo libre sufre tanto un 
desplazamiento vertical δy como uno 
horizontal δx, como se ve en la Figura 4. 
La ecuación (3) sigue siendo válida, 
pero al no cambiar L, hay que tener en 
cuenta la ecuación:  
 [ ] dxxxL
IE
FL
xL
x∫ δ− −δ−⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛+= 0 22
2
)(2
2
1  (6) 
Si se supone que el peso de la barra P está distribuido a lo largo de la horizontal [5], la 
ecuación (4) se escribe ahora: 
 2)(
)(2
)()( x
x
x xLL
PxLFxM δ−−δ−+−δ−=  (7) 
El desplazamiento vertical del extremo libre debido a la fuerza concentrada F toma 
ahora el valor: 
 3)(
3
)( xy LIE
FF δ−=δ  (8) 
La ecuación (6) permite calcular el valor del desplazamiento horizontal δx del extremo 
libre de la barra cuando se conocen los valores de L, E, I y F. Una vez obtenido el valor de δx 
ya es posible determinar el resto de parámetros que caracterizan la barra flexionada, en 
particular δy (ecuación (8)) y la ecuación cartesiana de la elástica.  
 
6. Resolución de la ecuación diferencial exacta 
Cuando las pendientes de la elástica son grandes, y como 1/ρ = dϕ/ds, de la ecuación 
(1) se puede obtener la ecuación diferencial no lineal de segundo orden: 
 [ ] )(cos)(1
d
)(d
2
2
sFsLw
EIs
s ϕ+−−=ϕ  (9) 
δy
F
 L
ϕ0
 x δx L - δx - x
A(x,y)
 s
X
Y
Fig. 4.- Esquema de la viga flexionada. 
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donde ϕ es el ángulo que forma en 
cada punto de la elástica la recta 
tangente con la horizontal y w es el 
peso por unidad de longitud de la 
barra. La ecuación (9) se resuelve 
mediante el método de los elementos 
finitos con el programa ANSYS [8]. 
En la Figura 5 se han representado 
los resultados experimentales de δy 
en función de F junto con los teóricos 
calculados para los casos analizados 
con EI = 0.238 Nm2. Como puede 
verse, los resultados calculados con 
el programa ANSYS coinciden con 
los experimentales, la aproximación 
lineal con L constante proporciona 
resultados correctos para F < 2 N, y 
la aproximación lineal con δx = 0 es 
válida para F < 1 N.  
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Fig. 7.- δy frente a F. Valores experimentales, análisis lineales 
para pequeñas pendientes (sin L y con L constante) y 
análisis no lineal (ANSYS). 
